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Abstractd] Based on Discrete-Time Sliding Modes, two controllers are presented. The first oneis a controller that doesn’t con-
sider computation time delay. The second one controller was designed taking in consideration the computation time delay. The
computation time delay is assumed to be constant and smaller than the sampling time. The usefulness of the proposed controller
is demonstrated through simulations on the Rotary Motion Double Inverted Pendulum System.
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Resumoll Baseados em Modos Deslizantes Discretos, dois controladores sdo apresentados. O primeiro € um controlador que
nado considera o atraso no tempo de computacdo. O segundo controlador foi projetado levando em consideracéo o atraso compu-
tacional. O atraso no tempo de computag8o € assumido constante e menor que o periodo de amostragem. A utilidade do contro-
lador proposto é demonstrada através de simulagdes no Sistema Péndulo Invertido Rotacional Duplo.

Palavras-chavell Péndulo Invertido Rotacional Duplo; Controle Robusto; Modo Deslizante Discreto; Atraso no Tempo de

Computagéo.

1 Introducdo

Controle com Estrutura Variavel (CEV), também
chamado de Controle com Modos Deslizantes
(CMD), é estudado desde meados dos anos setenta
(Utkin, 1978). Recentemente, a aplicagdo de CMD
através de computadores para o projeto de sistemas
préticos tem se tornado popular. Controle de Modos
Dedlizantes em um sistema continuo € robusto para
uma classe de incertezas na planta (De Carlo et al.
1988). A implementacdo por dispositivos digitais,
por outro lado, requer um determinado intervalo de
amostragem que resulta ndo apenas em trepidagéo ao
longo da superficie dedlizante como também em pos-
siveis instabilidades (Furuta, 1990). Quando uma
abordagem continua é utilizada para um controlador
discreto, os conversores A/D e D/A, bem como o
periodo de amostragem, ndo sdo considerados. Con-
seqlientemente, o controlador continuo terd uma boa
performance apenas para pequenos periodos de a
mostragem. Isto implica o uso de altas freqliéncias de
processamento.

Assim, um controlador de modo deslizante discreto
projetado utilizando uma lei de controle suave, que
leva em consideragdo os conversores A/D e D/A,
bem como o periodo de amostragem, € necessério
gquando fazemos uso de computadores digitais para
efetuar o controle.

Quando um algoritmo de controle é implementa-
do em um computador digital, existe um atraso no
tempo de computagdo, causado pela existéncia de

atrasos nas medidas dos sinais realimentados e do
tempo de execucdo das instrugdes.

A presenca do atraso computacional ndo apenas
reduz relativamente a estabilidade e robustez, mas
também degrada a performance.

O interesse nos estudos do atraso no tempo de
computacdo e aplicacdo de modos deslizantes para
contornar tal problema vem crescendo com o passar
dos anos (Hsu et al. 1998).

Este artigo apresenta um novo controlador de
modo deslizante discreto, que considera os efeitos do
atraso no tempo de computacdo. Este projeto de con-
trole discreto propde uma lei de controle suave que
também leva em consideragdo 0s conversores e o
periodo de amostragem. Assume-se que 0 atraso no
tempo de computacéo do sina de controle é constan-
te e menor que o periodo de amostragem. Para mos-
trar a efetividade do controlador proposto outro con-
trolador que ndo considera o atraso computacional
serd primeiramente apresentado (Garcia et al. 2005).
A eficacia do controlador proposto é monstrada atra-
vés de simulagBes no Sistema Péndulo Invertido Ro-
tacional Duplo.

Na Secdo 2, um controlador discreto de modos
deslizantes € revisto (Garcia et al. 2005). A Se¢do 3
apresenta 0 novo controlador discreto de modos des-
lizantes, que considera o atraso na computagcdo do
sinal de controle. A lei de controle é derivada usando
funcBes discretas de Lyapunov. A Secéo 4 apresenta
0 modelo matematico do Péndulo Invertido Rotacio-
nal Duplo usado para as simulacfes. Na Se¢do 5 en-
contram-se 0s resultados das simulagdes. Nesta se-
¢do, a performance de ambos os controladores sera
comparada. As conclusdes est&o na Seg&o 6.



2 Controle com Modo Dedlizante Discreto sem
Atraso no Tempo de Computacdo

Considere o sistema discreto, com uma entrada, re-
presentado por

X = DX +TU
Y = Cx
onde x 0 ", y, 00 * s30 os sinais amostrados,

D

u 0 * éo controle discreto. As matrizes constantes
o @M ™, rmM ™ ecCm ™.Opar (®,I) é
assumido controlével e o par (®,C) observavel.

A lel de controle é realizada por um computador.
O controle é dado a cada instante de amostragem
kA , onde A é o periodo de amostragem. Em contro-

le digital, aentrada u tem um valor constante entre a
amostragem

u(t)=u(k) =u® +uf, para kast <(k +1)A(Q)
onde ug* é o controle equivalente discreto e u; €0

controle que mantém o sistema na superficie dedli-
zante.

2.1 Projeto da Superficie Dedlizante

A superficie deslizante discreta S, é definida como

S = Gx, (©)
onde a matriz GO ™" ¢é projetada tal que os esta-
dos, mantidosem S, paratodo k, sgjam estaveis. A
técnica usada aqui é baseada no método do controle
equivalente, como proposto em Utkin (1978).

Uma lei de controle equivalente para o sistema
da Eqg. (1) para todo k é dada por (Garcia et al.
2005),

U = Fg X,

F,=—-(Gr)"G(o-1)

Conseqlientemente, dada uma superficie dedli-

zante linear S, = Gx, =0, adindmica do sistema em
modos dedlizantes &

Xes =[P =T (GT) " G(® -1 Hx, (5)

(4)

2.2 Projeto da Lei de Controle

Agora, alei de controle u; serd projetada. Suponha
uma candidata & func¢do de Lyapunov

1
Vi =2SiS, (6)
Para garantir a condig8o de existéncia para a su-
perficie deslizante discreta,
Vien < Vi )
Subgtituindo a Eqg. (6) na Eq. (7), a condi¢do de
existéncia para a superficie deslizante &

1 1
E S>-<I-+1SK+1 < E S: S( (8)
Considerando que (Furuta, 1990)
ASK+1 = S><+1 _S< :ka+1 _ka (9)
AS,,, =G(®Px, +Tu, ) -Gx,
e substituindo a Eq. (2) e Eq. (4) na Eq. (9) temos
que
ASK+1 = Grulf (10)
Substituindo S, ,, =S, +AS,,, naEq. (8),

(8+88.) (8.+05.) <588 (1)

e
ZAS:—H_SK < _ASIHAS(H (12)
Inserindo a Eq. (10) na Eq. (12) resultaem
+ T 1 + T +
(eruf) s < —E(Gruk-) Gruf  (13)

Supponha que GI' =1 (por simplicidade, no ca-
so de entrada Unica). Entdo, a condi¢do de existéncia
discreta para a superficie dedlizante é

+ T 1 + T +
() sc<-5(w) () (14)
Uma lei discreta que satisfaz a condicéo de exis-
téncia, Eq. (14), é dada por
uf = - (15)
Conseqlientemente, a lei de controle discreta que
ndo leva em conta o atraso no tempo de computacéo
€ dada por
U = U8 g

u =-Her) (e -1)x +SH
com S, =Gx, .

(16)

2.3 Andlise da Robustez da Atratividade

A lei de controle discreta, proposta na Eq. (16), além
de rgpida computacdo, também apresenta robustez
para uma classe de incertezas.

Considere o sistema discreto incerto

X = DX +TU, +4F (X, )
Y = CX
onde Af (x )0 " éafuncdo discreta que representa
asincertezas da planta.

17

Teorema 1:

Se |G| >[Gaf (% )| paratodo k, entéo o Sis-
temadaEg. (17) com ale de controle discreta da Eq.
(16), satisfaz a condicéo de atratividade para a super-
ficie dedlizante proposta.

Prova:
Considerando asincertezas, temos

ASHl = S(Jrl _S< :GXk+1 _ka

AS,, =G(Px, +Tu, +AF (X)) -Gx, (18)



e substituindo a Eq. (2) e Eq. (4) naEq. (18)
AS,,, =Glrug +GAf (%) (19)
Para a candidata a fun¢do de Lyapunov
V, =15S,, segue-se que

1
Vk+1 = E S:+1S>< +1 (20)

1 T
Vk+1 :E(S< +AS<+1) (S( +AS<+1) (21)
Subgtituindo a Eg. (19) na Eq. (20) resultaem

V., :%(SK +Gru +Gaf (x,))'
(sK +Grlu? +GAf (xk))

Considerando que u, =-S,, GI' =1 e substitu-
indo naEq. (22)

(22)

Ve =58 =S +64 (%)) (S, -8, G4 (x)

Vi =2 (681 ()] (Gaf () =3ca (x)[ @3

Ent&o,
1 T 1 T 1 2
vo=1(s) (8)= (o) (ox) = 2o 20

Se ||Gx, || >[GAf (x)|. da Eq. (23) e Eq. (24),
tem-se
V, >V,

+1
1 1 2
Slexd > 5lear (x)]
e acondicdo de atratividade é satisfeita.

(25)

3 Controle com modo deslizante discreto com
atraso no tempo de computacao

O uso de dispositivos digitais programaveis para rea-
lizar o controle robusto pode causar um atraso consi-
derdvel no sinal de controle, devido ao tempo de pro-
cessamento. Em geral, sabe-se que os efeitos do atra-
S0 no tempo de computagdo degradam a performance
de controle e podem tornam a estabilizacdo & maha
fechada um problema de dificil solucéo.

Assim, quando uma lei de controle é implemen-
tada por um computador digital, existe um atraso h,
causado principalmente pelo tempo de execucdo das
instrucdes que geram a entrada de controle ap6s o
instante de amostragem. Aqui assumimos que o atra-
S0 é constante e menor que um intervalo de amostra-

gem A(0O<h<A). Conseqiientemente, o controle
u(t) pode ser escolhido da seguinte forma (Le-
€,1999)
u(t) =u(k) =ue +ug
para kA+hs<t<(k+1)A+h

O modelo discreto da Eq. (1) com entrada de
controle da Eq. (26) € dado por (Lee, 1999)

(26)

Xes1 = (ka +(r - rh)uk—l + rhuk (27)
X = PX U +T5U,

onde
r,=r-r,= J’Aexp(Ar)dTB,
o (28)
r=r,=|, exp(At)diB
Neste modelo, a controlabilidade e observabili-
dade s8o preservadas na presenca do atraso no tempo
de computacdo. Note que a matriz de entrada I' sa-
tisfazarelagdo I' =T, +T,.
Considere um sistema discreto com entrada Uni-
ca representado por
Xeor = PX T U, + 15U,
Yie = CX
onde x D ", y, I P sdo os sinais amostrados,

(29)

u 0 * éo controle discreto. As matrizes constantes
sio ® ™, M, e, ™ecCmH ™.

3.1 Projeto da Superficie Dedlizante

A superficie deslizante discreta S, proposta é dada
por

S =G6x +Glu (30)
onde a matriz G *" é projetada tal que os esta-
dos, mantidosem S, paratodo k , sgjam estaveis.

A lel de controle tem a mesma estrutura como
apresentada pela Eqg. (2).

Uma lei de controle equivalente para o sistema
da Eg. (29), na condic&o de deslizamento, é obtido de

S, =S, . Entéo
Gx,,, +GIN U =Gx, +GIru?,
G(®x, + U, + U8 )+Gruf = Gx, +Gl,uf,
Gox, +GIu +Grud =Gx, (3D
Considerandoque ' =T, +T,, oresultado é

ue! = Fy X,

F,=-(Gr)"G(o-1)
e amatriz G pode ser facilmente projetada para ga-
rantir a condicdo de modo dedlizante.

Note que o controle equivalente € 0 mesmo pro-
posto na Secéo 2.

(32)

3.2 Projeto da Lei de Controle

Agora, alei de controle u; sera projetada Conside-
rando da Eq. (6) até aEq. (8) e aEq. (30), nés temos

AS., =SS
AS,.; =Gx,y +GIu —Gx -Gl (33)
gue também resultaem
AS,, =Gluy; (34)



Desde que a Eq. (10) éigua a Eg. (34), os pas
sos para computar a lei de controle s80 0s mesmos
que véo da Eqg. (11) até a Eq. (14). Entéo,

U == (35)

Dessa forma, a lel de controle que considera 0s
efeitos do atraso no tempo de computagdo é

U, =ud +us

:—ger

com § =Gx, +Glu, .

o 1) +SF (36)

3.3 Andlise da Robustez da Atratividade

A lel de controle da Eqg. (36) foi escolhida devido a
sua simplicidade e também por sua velocidade de
computacdo. Outras leis discretas satisfazem a condi-
¢80 de existéncia de modo dedlizante, apresentada na
Eg. (8). A lel de controle proposta na Eq. (36), que
considera o atraso computacional, também apresenta
robustez para uma classe de incertezas, como mos-
trado a seguir.

Considere o sistema discreto incerto com atraso
no tempo de computacdo

X = DX+ MU + U, +4F (X, )
Yie = CX
onde Af (x )00 " éafuncdo discreta que representa
asincertezas da planta.
Teorema 2:

Se [G(x +Tyuy)|>]|GAf (X,
entdo o sistema da Eq. (37) com a lei de controle
discreta da Eqg. (36), apresenta uma condi¢do de atra-
tividade para a superficie deslizante.

Prova:
Considerando as incertezas, temos

AS.; =S S =0x, *GTuy, —CGx -Gy,
AS.., =G(dx, +Tu, +4F (x,)) -G,
e substituindo a Eg. (26) e Eq. (32) na Eq. (38)
AS,,, =Glru; +GAf () (39)
Para a candidata a fun¢do de Lyapunov
=19'S , segue-se que

1
Vk+1 =z Sl—+ls< +1 (40)

(37)

)| para todo k,

k+1 (SK +AS(+1) (S< +AS<+1) (41)
Substitui ndo aEq. (39) naEg. (41) resultaem

V., :%(SK +Gru +Gaf (%))

(sK +Glu; +GAf (xk))

(42)

Considerando que u;
indo naEq. (42)

=-S,, GI =1 e substitu-

(38)

(sK S +GA (%)) (S-S +G& (x))

Vi =561 (x)) (61 (%)) =3[ () 43

Entdo,

1
=2 (Gx +GMu,) (Gx +6Ty,,)

1
Vk = E"ka +G rluk—1||2 (44)

Se |G(x + Uy )| >||GAf (X,
Eq. (44), néstemos
V, >V,

k+1

)| da Eq. (43) e

45
Lox +oru > Hoar (o)

e acondicdo de atratividade é satisfeita.

4 Sistema Péndulo Invertido rotacional duplo

Péndulos Invertidos sdo excelentes sistemas para
reaizar demonstracdes de técnicas de controle auto-
mético. Eles sdo sistemas ndo-lineares, instaveis e
muito interessantes de serem observados.

A Figura 1 (Brockett e Li, 2003) mostra a confi-
guracdo bésica para o péndulo invertido duplo que
foi modelado. As flechas nos arcos denotam a dire-
¢80 positiva para as variaveis de estado da planta. As
linhas pontilhadas verticais denotam a origem de
deslocamento dos estados.

/ - Base

Figura 1. Péndulo Invertido Rotacional Duplo.



Tabela 1. Valores dos Parametros Fisicos.

Parémetro Simbolo Valor Unidade
Massado link 2 m, 0.370 Kg
Massado link 3 m, 0.088 Kg
Fricc8o viscosado link 1 b 0.0001 Nms
Friccao viscosado link 2 b, 0.00028 Nms
Fricc8o viscosado link 3 b, 0.00028 Nms
Comprimento do centro de rotagéo do link 2 ao centro de massa | |, 0.269 m
Comprimento do centro de rotagdo do link 3 ao centro de massa | |, 0.152 m
Comprimento do link 1 L, 0.278 m
Comprimento do link 2 L, 0.313 m
Momento de inércia sobre o centro de rotagdo do link 1 J, 0.0248 Kgm®
Momento de inércia sobre o centro de rotagdo do link 2 J, 0.0304 Kgm?
Momento de inércia sobre o centro de rotagdo do link 3 J, 0.00561 Kgm®
Gravidade g 9.8 m/s®

Os parametros fisicos do péndulo invertido du-
plo sdo dados na Tabela 1 (Driver e Thorpe, 2004).

Por simplicidade, assuma que
h =3+ (m +m), h, =L (ml, +mL,),
hy=Lml,,  h=J,+Lm +7m,,  h =L,mj,,
hy =3, +13m;, h, =g(mJl, +mL,) e h, = gm,.

As equacfes dindmicas sdo (Driver e Thorpe,
2004)

T-hb6, =h8, +h,8,cos8, +h, @ cos § -

h82sin@, -h,&sin g,

_bzez :hzel 00862 +h4nez +

- : 46
h6, cos(6, -6,) ~h, & sin(6, -§) +h, sin 9( )

—h,8, =h,8 cos8, +h§ cos( @ -@) +, § +

h,6;sin(6, -6,) +h,sin 6,

O sistema linear no ponto de equilibrio (origem)
€ usado para computar a superficie dedizante e a lei

de controle. Este sistema foi obtido baseado nas e-
quagdes dindmicas da Eq. (46).

5 Resultados das Simulacbes

O software utilizado para as simulagBes no modelo
matemético do péndulo invertido rotacional duplo foi
0 MATLAB*, com SIMULINK**,

Assuma que todos os estados da planta estéo
disponiveis

Primeiro, 0 modelo ndo linear do sistema péndu-
lo invertido rotacional duplo com o controlador que
ndo considera o atraso computacional € apresentado,
na Figura 2.

Modelo matematico nao-inear
do sistema péndulo invertido
rotacional duplo

Sinal de controle

-

Atraso no
tempo de computagéo

Controlador discreto de
modo deslizante que néo
itos do

Figura 2. . Modelo esquemético para o controlador que ndo consi-
dera os efeitos do atraso no tempo de computagao.

Resultados das simulacBes com onda senoidal
como sinal de referéncia e condigdes iniciais
B 6 6 8 6 BF=00 00 0 (
s80 mostrados na Figura 3 (intervalo de amostragem
de 0.04 segundos e sem atraso computacional) e na
Figura 4 (intervalo de amostragem de 0.04 segundos

com atraso no tempo de computacdo de 0.03 segun-
dos).

Referéncia e angulo do brago (rad)

o 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 60
Tempo(seg)
Figura 3. Referéncia com deslocamento do brago (91) esinal de

controle para intervalo de amostragem de 0.04 segundos sem
atraso computacional.

* MATLAB é produto da The MathWorks Inc.
** SIMUI INK é nroduto da The MathWaorks Inc.



X 10° Referéncia e angulo do brago (rad)

. . . . . .

0 01 02 03 0.4 05 06 0.7
Tempo(seg)

x10" Sinal de controle (N.m)

sk 4
0 4
L L L L L

Figura 4. Referéncia com deslocamento do brago (91) esina de

controle para intervalo de amostragem de 0.04 segundos com
atraso no tempo de computacdo de 0.03 segundos (atraso ndo
considerado).

Pel os resultados das simulagdes nota-se que este
controlador, na presenca de um alto atraso computa-
ciona relevante, tem uma performance ruim. O sis-
tema, neste caso, €instavel.

Agora, o controlador que considera o atraso no
tempo de computacdo sera implementado.

Este modelo é apresentado na Figura 5.

>

Conversor

DIA
<«< <'-
Atraso

tempo de computago

Figura 5. Modelo esquemético para o controlador que considera os
efeitos do atraso no tempo de computagéo.

Para a mesma condi¢do de atraso usada anteri-
ormente para a primeiralei de controle (Figura 4), os
resultados das simulagOes obtidos s80 mostrados na
Figura 6.

Referéncia e angulo do brago (rad)
02 T T

0.1

0

0.1

02

L L I L L
0 10 20 30 40 50 60
Tempo(seg)

Sinal de controle (N.m)
1 T

0.5

+

05

1

L L L L
0 10 20 30 40 50 60

Figura 6. Referéncia com deslocamento do brago (91) esina de

controle paraintervalo de amostragem de 0.04 segundos com
atraso no tempo de computagéo de 0.03 segundos (atraso conside-
rado).

A Figura 6 indica uma boa performance para es-
te controlador, considerando um alto atraso computa
cional. Neste caso, 0 sistema é estével, e a perfor-

mance de controle ndo sofre degradacdo, se compa-
rada com o primeiro controlador proposto (Figura4).

6 Conclusdes

Neste artigo, foi apresentada uma nova estratégia de
controle que leva em consideragéo o atraso no tempo
de computagdo. Para mostrar a efetividade do novo
controlador, outro controlador que ndo considera o
atraso computacional foi apresentado. Foi assumido
gue o atraso no tempo de computacdo h é constante
e menor gque o intervalo de amostragem A. Simula-
¢Oes foram realizadas no Sistema Péndulo Invertido
Rotacional Duplo para a validagdo da lei de modos
dedlizantes proposta, e os resultados verificaram sua
utilidade. Quando o atraso é levado em consideracéo,
a performance de controle é melhorada.
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